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La féormula maestra

Problema

Resuelva la siguiente recurrencia:

T (n)=aT (%) +nF

cona>1,b>2yk>0.

Esta recurrencia aparecera en todos los algoritmos de tipo “divide y venceras”...

Como en todas las recurrencias en las que aparece un término de tipo T'(n/b), realizamos un cambio

de variable, n = b*:

T(n) =aT (%) + n®
T(b') = aT (%) + (b)*

T(b") = aT (b ') + (b%)’

t; = ati_1 + (b¥)’
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Reordenando términos, obtenemos una recurrencia lineal no homogénea con coeficientes constantes:

ti — atl—_l = (bk)i

cuyo polinomio caracteristico es
p(@) = (z - a)(x — b*)

NOTA: a es la tinica raiz derivada del polinomio caracteristico de la recurrencia homogénea,
b* es la raiz derivada de la parte no homogénea de la recurrencia (acompanada de un

polinomio de grado 0, la constante 1, de ahf que su multiplicidad sea 1).
Para resolver la recurrencia, diferenciamos dos casos:

o a#bk
Tenemos dos raices diferentes en nuestro polinomio caracteristico, por lo que la solucién a nuestra

recurrencia es
ti = cla’ + CQ(bk)Z

Deshacemos el cambio de variable, ¢ = log, n:

T(n) = c1a'°8 ™ 4 cobFlose ™

log, a k

=cin + con

e q=bF

Tenemos una unica raiz con multiplicidad dos, por lo que la solucién a nuestra recurrencia es de

la forma
ti =C - (bk)z —+co - 7. (bk)l

De nuevo, deshacemos el cambio de variable, i = log, n:

T(n) =cy - 618" 4 ¢y - log, n - b 1o ™

:cl~nk+02-nk~logbn

Una vez resuelta la recurrencia para los dos casos que se pueden presentar, obtenemos la solucién

general para nuestra “férmula maestra”:

O(n*) sia< bk
T(n) € < O(nFlog,n) sia=>bF

O(nloer ) sia> bk



