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Resumen

La programaciéon dinamica es un método matematico de optimizacién y paradigma algoritmico
desarrollado por Richard Ernest Bellman en los anos 50 del siglo XX. Se puede utilizar cuando la solucién

de un problema se puede interpretar como el resultado de una sucesiéon de decisiones.

Como método matematico de optimizacion...

En problemas mateméticos de optimizacién, con programacién dindmica, se simplifica un problema des-

componiéndolo en una secuencia de decisiones:

s Se define una secuencia de funciones Vi, Va, ..., V,, sobre los estados del problema: V;(y) es el valor

obtenido para el estado y en el paso i.

s V,(y) es el valor obtenido para el estado y en el paso final n, que nos dard la solucién 6ptima del

problema.

= Los valores V; en pasos anteriores ¢ = 1,2,...,n — 2,n — 1,n se encuentran utilizando una expresion

recursiva denominada ecuaciéon de Bellman.
= Cuando V;_; ya se ha calculado para los estados de interés, se puede obtener V; de forma directa.

= Los valores 6ptimos para las variables de decision pueden recuperarse, uno a uno, observando los

célculos realizados para obtener el valor éptimo.

Divisién optimal

Divida una cantidad positiva xz en n partes de forma que el producto de esas n partes sea maximo.
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Llamemos f,(z) al méximo producto alcanzable. Si ¢ es el valor de la primera subdivisién, 2 — ¢ es el
resto (la suma de los valores de las n — 1 partes restantes).

La ecuacién recursiva que describe este problema es:

fn(z) = méx {cfn_1(z — )}

0<c<z

A partir de la ecuacion recursiva, calculamos iterativamente los valores de la solucién 6ptima:

Paran =1,

fHilz) ==
Por tanto, fi(x —c¢) =z —c.

s Paran =2,

iple) = s e =gl = mix {dle =)

El maximo se obtiene para ¢ = x/2. La politica éptima, en consecuencia, es {x/2,x/2} y el valor

méaximo del producto es fo(z) = (2/2)2.

= Paran =3,
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El méximo se obtiene para ¢ = x/3. La politica éptima, en consecuencia, es {z/3,2/3,2/3} y el

valor méximo del producto es f3(z) = (z/3)3.

= Dados los resultados anteriores, conjeturamos que la politica éptima para un n arbitrario es
{z/n,z/n,..,xz/n}y el valor méximo del producto es f,(z) = (z/n)"™, lo que podemos demostrar

por induccién.

Demostracion. Por induccidn:
Paran = k:
fe(@) = (z/k)*

Paran =k + 1:

fia(e) = méx {efulz — )} = méx {e(w— o) /K"

dfiy1  (x—c—ke)(z —c)*?!

de Pz =0
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En teoria de control...

Diseno de sistemas de control

k 1 B . k+1
ke \k+1

Formulacién de la Mecanica Cléasica

Calculo de variaciones
Principio del méximo de Pontryagin

Programacion dinamica

Ecuacién de Euler-Lagrange
Principio de Hamilton

Teoria de Hamilton-Jacobi

Tipicamente, en teoria de control, queremos encontrar una senal de control admisible ©* que consiga que
un sistema dz(t)/dt = g(z(t),u(t),t) siga una trayectoria admisible * en un intervalo de tiempo continuo

que minimice una funcién de coste

J:b(z(tl),t1)+/tlf(x(t),u(t),t)dt

La solucion a este problema es una politica de control 6ptima u* que produce una trayectoria éptima x*
con un coste 6ptimo J* que obecede la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (a.k.a. ecuacién fundamental

de la programacién dindmica):

=i = min { f(a(t), u(t), ) + J: g((t),u(t),t)}

donde o
=
Yy
Je_ 010 [0 90 9!
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Una forma de resolver el problema es minimizar v en términos de ¢, x y la funcién J. El resultado se
incluye en la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman y la ecuacién diferencial parcial se resuelve numéricamente
con la condicién limite J(t1) = b(x(t1),1).

Alternativamente, el proceso continuo se aproxima con un sistema discreto, lo que nos proporciona una

recurrencia analoga a la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, conocida como ecuacién de Bellman:

Jl;k(xn*k) = min {f(%n,k, un,]@) + lefl(g(xnflmunfk))}

Un—k

en la etapa k de n intervalos discretos de tiempo equiespaciados, siendo f y g las aproximaciones discretas
de fyg.

La ecuacion de Bellman puede resolverse para encontrar la solucién exacta de la aproximacion discreta

de nuestro problema de optimizacién original.



Catenarias, cicloides y curvas braquistécronas

Una curva braquistécrona (del griego brachistos, el méds corto, y chronos, intervalo de tiempo), o curva
del descenso mas rapido, es la curva entre dos puntos que es recorrida en menor tiempo por un cuerpo
que comienza en el punto inicial con velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la curva
hasta llegar al segundo punto, bajo accién de una fuerza de gravedad constante y suponiendo que no

existe friccion.

Newton resolvié el problema de la braquistocrona, el primer resultado del célculo de variaciones, el 24
de enero de 1697.

El principio de conservacién de la energia requiere que la velocidad de un cuerpo en un campo gravi-

tatorio uniforme venga dada por:

Lo 9
—-mv° =m,
B 9y

v =1/2gy

donde y es la altura a la que se encuentra el cuerpo.

Ty 2
S z/ 1+ (d_y) dx
., V dx

El tiempo entre dos puntos a y b viene dado por

Sp Ty / 2
A / ds _ / 1+y(@)?
sa U - 2gy(x)

Por comodidad, hacemos z, = 0 y x, = x,, por lo que tenemos que minimizar la siguiente funcién de

El espacio recorrido viene dado por

coste (el tiempo que se tarda en recorrer la curva):

Tt = | " ,/%dx = " (@)

Discretizando, podemos obtener una solucién aproximada del problema original:

Je(y(@n—r)) = min {t(y(zn—r)) + J5_1(y(Tn-r))}

y(wn—k)

Derivacién alternativa: El tiempo necesario para ir de un punto P a un punto Q lo podemos estimar

de la siguiente forma:

= Aplicando el principio de conservacién de la energia: mgyp + %mv}% = mgyq + %mvé




El incremento de velocidad en Q es vg —vp = 1/29(yp — yQ)-

La distancia de P a Q es spg = v/(zp — 29)? + (yp — yg)?

Cuando la aceleracion es constante, la velocidad media de la particula en el plano inclinado entre

P y Q es la media de sus velocidades en los extremos: vpg = 252 ‘;”Q

El tiempo empleado en ir de P a Q no es més que el cociente entre la longitud del plano inclinado

SPQ
UPQ

spq y la velocidad media vpg: tpg =

NOTA: La velocidad en cada momento sélo depende de la altura a la que nos encontremos, siendo

vp la velocidad inicial y vg la velocidad final el tramo PQ). El tiempo exacto que tardamos en

oo . . ’ 2
recorrer el plano inclinado (sin rozamiento) serfa entonces tpg = U::I?Q = % \/y_ii?/%

Discretizando el espacio que tenemos que recorrer (de 0 a x,, en el eje x y de 0 & —Ymqs €n el eje y),

podemos calcular el tiempo necesario para recorrer la distancia entre cada par de puntos adyacentes

en el eje x y encontrar el camino mas corto entre el punto inicial y el punto final de la curva. En la

figura de debajo se puede ver el resultado utilizando 5 y 10 puntos intermedios en la trayectoria, junto

con la curva éptima, para dos cambios de altura diferentes...
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Curiosidad

Analiticamente, se puede obtener la curva cicloide que resuelve el problema: el cicloide inverso generado

por un circulo de didmetro D = 2r. Su especificacion paramétrica es:

x=1(f —sinb)
y=r(1—cosb)

donde 7 = 1/4gC? y C = 1/~/2gy(1 + y'2),
En el problema del braquistécrono, el movimiento del cuerpo viene dado por la evolucién del parametro
0(t) = wt, con velocidad angular w = /g/r, donde ¢ es el tiempo transcurrido desde que el cuerpo se

solt6 en el punto (0,0).

Control 6ptimo de un coche de Férmula 1

Deseamos encontrar la trayectoria 6ptima que ha de seguir un vehiculo dentro de un circuito para

llegar de un punto a otro en el menor tiempo posible.

La misma estrategia que utilizamos para resolver el problema del braquistécrono se puede utilizar
para optimizar la trayectoria de un vehiculo de carreras.

Igual que antes, intentamos minimizar el tiempo empleado en llegar de un punto a otro. Pero ahora
tenemos que incorporar a nuestra funcién de coste las penalizaciones asociadas a violar las leyes de
la fisica (circular fuera del circuito) o los limites del coche (cambios bruscos de velocidad o de dngulo
quedan descartados). Hemos de considerar, por ejemplo, la fuerza necesaria para cambiar de un estado
a otro: la asociada al movimiento (masa por aceleracién, dada por la Ley de Newton) més la fuerza
aerodindmica que actia sobre el coche (limitada por la friccién de la carretera y la potencia del coche).
Si el movimiento requiere una fuerza superior a la soportada por el vehiculo, deja de ser factible, por
lo que conlleva una penalizacién elevada.

En la discretizaciéon del problema, dividimos la calzada en la que se realiza la carrera en multiples
etapas (y distintos puntos en los que nos podemos encontrar en cada etapa, dentro del ancho de la
calzada). En cada posicién, sabemos cuéles son sus coordenadas, pero no la velocidad con la que puede
llegar el vehiculo a esa posicion, para lo que necesitamos calcular trayectorias completas.

Para obtener la trayectoria Optima, calculamos el camino minimo entre el punto inicial y el final
teniendo en cuenta los costes asociados a cada transicién (penalizaciones incluidas)...

Al final, la trayectoria éptima calculada hard que el vehiculo se abra antes de cada curva para poder
tomarla con la maxima velocidad posible, acelerando al méaximo en las rectas y reduciendo la velocidad

antes de las curvas (mds cuanto mds cerradas sean éstas).




Curiosidad

Exactamente la misma estrategia basada en programacién dindamica se puede usar también para
planificar la trayectoria de un vehiculo auténomo en una ciudad. Por ejemplo, en calles de doble
sentido, girar a la izquierda puede suponer una maniobra arriesgada. Las penalizaciones asociadas a
dicha maniobra pueden conducir a que el coche, en lugar de girar directamente a la izquierda en busca
de su destino, prefiera seguir el linea recta y rodear una manzana a la derecha para encarar su destino

en linea recta, sin necesidad de realizar giros a la izquierda.

Aplicaciones en Economia

Ahorro 6ptimo

Deseamos maximizar nuestro bienestar futuro, para lo cual caracterizamos nuestro nivel de consumo
actual con una funcién de utilidad. Tenemos que elegir, en cada momento, qué cantidad de nuestros
recursos consumir y cuanto ahorrar de cara al futuro (invirtiendo ese ahorro en capital). Es lo que los
economistas denominan una eleccién intertemporal...

Partimos de un capital inicial kg y el consumo futuro se descuenta con una tasa fija 5 € (0,1) (esto
es, el consumo actual es preferible al consumo futuro). Asumiendo que viviremos N afos, jcudl es la

estrategia de ahorro que maximiza nuestro bienestar futuro?

s Frank P. Ramsey: A Mathematical Theory of Saving, The Economic Journal, 1928. URL https:
//www.jstor.org/stable/2224098

Denominamos ¢; a nuestro consumo en el periodo t¢.

Asumimos que la utilidad asociada a nuestro consumo es u(c;) = In(c;), que satisface la ley de la
utilidad marginal decreciente (cuanto mayor es la cantidad que consumimos de un bien, menor es la
utilidad marginal que nos aporta cada nueva unidad del mismo). Ademds, se utiliza un descuento para
la utilidad futura: se descuenta la utilidad futura con un factor b, 0 < b < 1, por cada periodo de
tiempo.

El capital acumulado se aproxima por kiy; = f(k:) — ¢, donde f es una funcién de produccién
que satisface las condiciones de Inada (podemos interpretarla como la rentabilidad que obtenemos al
invertir nuestro capital). Para simplificar, asumamos que f(k;) = Ak¥, con A constante positiva y
0 < a < 1. Entonces, ki1 = Ak} — ¢;.

Con las suposiciones anteriores, el problema del consumidor se plantea como

N
max Z b In(cy)
t=0

sujeto a la restriccion
kt+1 = Ak? — ¢ Z 0
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El capital inicial, kg, nos viene dado, pero tenemos que resolver el problema para todos los consumos
c,con 0 <t <N.

Mediante programacién dindmica, descomponemos nuestro problema en una secuencia de decisiones.
Para ello, definimos una secuencia de funciones V;(k) que representan el valor de tener una cantidad
de capital k en el periodo de tiempo t. Asumimos también que no tiene utilidad tener capital después
de nuestra muerte, por lo que Viy41(k) = 0.

El valor de cualquier cantidad de capital en cualquier instante de tiempo puede calcularse hacia atras

usando la siguiente ecuacién de Bellman:
Vi(ki) = méx{In(c;) + bViq1(kes1)}

Este problema es mucho maés sencillo de resolver que el original, ya que sélo intervienen dos variables,
kiy1 Y ct, que ademads estdn relacionadas: ki1 = Aky — ¢ > 0.

Vn+1(k) ya lo conocemos (0), por lo que mediante la ecuacién de Bellman podemos calcular Vi (k).
Esto nos permite calcular Vx_1(k) y asi sucesivamente hasta llegar a Vj(k).

Podemos obtener Viy_;(k) como el maximo de In(en—;) + bV —_jy1(Ak* —en—j):

J
Vn—j(k)=a Z a'b'Ink +vy_;
i=0
donde vn_; es una constante.

La cantidad éptima de consumo es

1
J— a
i=0 @
Esto es, de acuerdo con nuestras suposiciones iniciales, la estrategia 6ptima es consumir una fraccién
cada vez mas grande de nuestra riqueza conforme envejecemos, hasta consumir la riqueza restante el

ano N (e¢y = Ak®), nuestro ultimo afio de vida.

Curiosidad

Existen modelos econémicos de crecimiento que se inspiran en el modelo de Ramsey. El modelo de
Ramsey-Cass-Koopsmans, basado en el trabajo de Frank Ramsey y extendido por David Cass y Tja-
lling Koopsmans, intenta explicar el crecimiento econémico a largo plazo, al margen de perturbaciones
como ineficiencias del mercado, shocks exégenos o desigualdades entre hogares...

Para maximizar la funcién de utilidad asociada al consumo agregado de la sociedad, y que el problema
sea tratable analiticamente, asume que la sociedad estd compuesta por “individuos inmortales idénticos

con funciones de utilidad no cambiantes” [sic|.
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