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Resumen

La programación dinámica es un método matemático de optimización y paradigma algoŕıtmico

desarrollado por Richard Ernest Bellman en los años 50 del siglo XX. Se puede utilizar cuando la solución

de un problema se puede interpretar como el resultado de una sucesión de decisiones.

Como método matemático de optimización...

En problemas matemáticos de optimización, con programación dinámica, se simplifica un problema des-

componiéndolo en una secuencia de decisiones:

Se define una secuencia de funciones V1, V2, ..., Vn sobre los estados del problema: Vi(y) es el valor

obtenido para el estado y en el paso i.

Vn(y) es el valor obtenido para el estado y en el paso final n, que nos dará la solución óptima del

problema.

Los valores Vi en pasos anteriores i = 1, 2, ..., n − 2, n − 1, n se encuentran utilizando una expresión

recursiva denominada ecuación de Bellman.

Cuando Vi−1 ya se ha calculado para los estados de interés, se puede obtener Vi de forma directa.

Los valores óptimos para las variables de decisión pueden recuperarse, uno a uno, observando los

cálculos realizados para obtener el valor óptimo.

División optimal

Divida una cantidad positiva x en n partes de forma que el producto de esas n partes sea máximo.
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Llamemos fn(x) al máximo producto alcanzable. Si c es el valor de la primera subdivisión, x− c es el

resto (la suma de los valores de las n− 1 partes restantes).

La ecuación recursiva que describe este problema es:

fn(x) = máx
0≤c≤x

{cfn−1(x− c)}

A partir de la ecuación recursiva, calculamos iterativamente los valores de la solución óptima:

Para n = 1,

f1(x) = x

Por tanto, f1(x− c) = x− c.

Para n = 2,

f2(x) = máx
0≤c≤x

{cf1(x− c)} = máx
0≤c≤x

{c(x− c)}

El máximo se obtiene para c = x/2. La poĺıtica óptima, en consecuencia, es {x/2, x/2} y el valor

máximo del producto es f2(x) = (x/2)2.

Para n = 3,

f3(x) = máx
0≤c≤x

{cf2(x− c)} = máx
0≤c≤x

{c(x− c)2/4}

El máximo se obtiene para c = x/3. La poĺıtica óptima, en consecuencia, es {x/3, x/3, x/3} y el

valor máximo del producto es f3(x) = (x/3)3.

Dados los resultados anteriores, conjeturamos que la poĺıtica óptima para un n arbitrario es

{x/n, x/n, .., x/n} y el valor máximo del producto es fn(x) = (x/n)n, lo que podemos demostrar

por inducción.

Demostración. Por inducción:

Para n = k:

fk(x) = (x/k)k

Para n = k + 1:

fk+1(x) = máx
0≤c≤x

{cfk(x− c)} = máx
0≤c≤x

{c(x− c)k/kk}

dfk+1

dc
=

(x− c− kc)(x− c)k−1

kk
= 0

x− c− kc = 0

x = (k + 1)c

c =
x

k + 1
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fk+1(x) =
x

k + 1

(
kx

k + 1

)k
1

kk
=

(
x

k + 1

)k+1

En teoŕıa de control...

Diseño de sistemas de control Formulación de la Mecánica Clásica

Cálculo de variaciones Ecuación de Euler-Lagrange

Principio del máximo de Pontryagin Principio de Hamilton

Programación dinámica Teoŕıa de Hamilton-Jacobi

T́ıpicamente, en teoŕıa de control, queremos encontrar una señal de control admisible u∗ que consiga que

un sistema dx(t)/dt = g(x(t), u(t), t) siga una trayectoria admisible x∗ en un intervalo de tiempo continuo

que minimice una función de coste

J = b(x(t1), t1) +

∫ t1

t0

f(x(t), u(t), t)dt

La solución a este problema es una poĺıtica de control óptima u∗ que produce una trayectoria óptima x∗

con un coste óptimo J∗ que obecede la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman (a.k.a. ecuación fundamental

de la programación dinámica):

−J∗
t = mı́n

u

{
f(x(t), u(t), t) + J∗

x
⊤g(x(t), u(t), t)

}
donde

J∗
t =

∂J∗

∂t

y

J∗
x =

∂J∗

∂x
=

[
∂J∗

∂x1

∂J∗

∂x2
...

∂J∗

∂xn

]⊤
Una forma de resolver el problema es minimizar u en términos de t, x y la función J∗

x . El resultado se

incluye en la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman y la ecuación diferencial parcial se resuelve numéricamente

con la condición ĺımite J(t1) = b(x(t1), t1).

Alternativamente, el proceso continuo se aproxima con un sistema discreto, lo que nos proporciona una

recurrencia análoga a la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, conocida como ecuación de Bellman:

J∗
k (xn−k) = mı́n

un−k

{
f̂(xn−k, un−k) + J∗

k−1(ĝ(xn−k, un−k))
}

en la etapa k de n intervalos discretos de tiempo equiespaciados, siendo f̂ y ĝ las aproximaciones discretas

de f y g.

La ecuación de Bellman puede resolverse para encontrar la solución exacta de la aproximación discreta

de nuestro problema de optimización original.
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Catenarias, cicloides y curvas braquistócronas

Una curva braquistócrona (del griego brachistos, el más corto, y chronos, intervalo de tiempo), o curva

del descenso más rápido, es la curva entre dos puntos que es recorrida en menor tiempo por un cuerpo

que comienza en el punto inicial con velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la curva

hasta llegar al segundo punto, bajo acción de una fuerza de gravedad constante y suponiendo que no

existe fricción.

Curiosidad

Newton resolvió el problema de la braquistócrona, el primer resultado del cálculo de variaciones, el 24

de enero de 1697.

El principio de conservación de la enerǵıa requiere que la velocidad de un cuerpo en un campo gravi-

tatorio uniforme venga dada por:
1

2
mv2 = mgy

v =
√
2gy

donde y es la altura a la que se encuentra el cuerpo.

El espacio recorrido viene dado por

S =

∫ xb

xa

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

El tiempo entre dos puntos a y b viene dado por

∆t =

∫ sb

sa

ds

v
=

∫ xb

xa

√
1 + y′(x)2

2gy(x)
dx

Por comodidad, hacemos xa = 0 y xb = xn, por lo que tenemos que minimizar la siguiente función de

coste (el tiempo que se tarda en recorrer la curva):

J(y(x)) =

∫ xn

0

√
1 + y′(x)2

2gy(x)
dx =

∫ xn

0

t(y(x))dx

Discretizando, podemos obtener una solución aproximada del problema original:

J∗
k (y(xn−k)) = mı́n

y(xn−k)
{t(y(xn−k)) + J∗

k−1(y(xn−k))}

Derivación alternativa: El tiempo necesario para ir de un punto P a un punto Q lo podemos estimar

de la siguiente forma:

Aplicando el principio de conservación de la enerǵıa: mgyP + 1
2mv2P = mgyQ + 1

2mv2Q
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El incremento de velocidad en Q es vQ − vP =
√
2g(yP − yQ).

La distancia de P a Q es sPQ =
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2

Cuando la aceleración es constante, la velocidad media de la part́ıcula en el plano inclinado entre

P y Q es la media de sus velocidades en los extremos: vPQ =
vP+vQ

2

El tiempo empleado en ir de P a Q no es más que el cociente entre la longitud del plano inclinado

sPQ y la velocidad media vPQ: tPQ =
sPQ

vPQ

NOTA: La velocidad en cada momento sólo depende de la altura a la que nos encontremos, siendo

vP la velocidad inicial y vQ la velocidad final el tramo PQ. El tiempo exacto que tardamos en

recorrer el plano inclinado (sin rozamiento) seŕıa entonces tPQ =
2sPQ

vP+vQ
= 2√

2g

sPQ√
yP+

√
yQ

Discretizando el espacio que tenemos que recorrer (de 0 a xn en el eje x y de 0 a −ymax en el eje y),

podemos calcular el tiempo necesario para recorrer la distancia entre cada par de puntos adyacentes

en el eje x y encontrar el camino más corto entre el punto inicial y el punto final de la curva. En la

figura de debajo se puede ver el resultado utilizando 5 y 10 puntos intermedios en la trayectoria, junto

con la curva óptima, para dos cambios de altura diferentes...
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Curiosidad

Anaĺıticamente, se puede obtener la curva cicloide que resuelve el problema: el cicloide inverso generado

por un ćırculo de diámetro D = 2r. Su especificación paramétrica es:x = r(θ − sin θ)

y = r(1− cos θ)

donde r = 1/4gC2 y C = 1/
√

2gy(1 + y′2),

En el problema del braquistócrono, el movimiento del cuerpo viene dado por la evolución del parámetro

θ(t) = ωt, con velocidad angular ω =
√
g/r, donde t es el tiempo transcurrido desde que el cuerpo se

soltó en el punto (0,0).

Control óptimo de un coche de Fórmula 1

Deseamos encontrar la trayectoria óptima que ha de seguir un veh́ıculo dentro de un circuito para

llegar de un punto a otro en el menor tiempo posible.

La misma estrategia que utilizamos para resolver el problema del braquistócrono se puede utilizar

para optimizar la trayectoria de un veh́ıculo de carreras.

Igual que antes, intentamos minimizar el tiempo empleado en llegar de un punto a otro. Pero ahora

tenemos que incorporar a nuestra función de coste las penalizaciones asociadas a violar las leyes de

la f́ısica (circular fuera del circuito) o los ĺımites del coche (cambios bruscos de velocidad o de ángulo

quedan descartados). Hemos de considerar, por ejemplo, la fuerza necesaria para cambiar de un estado

a otro: la asociada al movimiento (masa por aceleración, dada por la Ley de Newton) más la fuerza

aerodinámica que actúa sobre el coche (limitada por la fricción de la carretera y la potencia del coche).

Si el movimiento requiere una fuerza superior a la soportada por el veh́ıculo, deja de ser factible, por

lo que conlleva una penalización elevada.

En la discretización del problema, dividimos la calzada en la que se realiza la carrera en múltiples

etapas (y distintos puntos en los que nos podemos encontrar en cada etapa, dentro del ancho de la

calzada). En cada posición, sabemos cuáles son sus coordenadas, pero no la velocidad con la que puede

llegar el veh́ıculo a esa posición, para lo que necesitamos calcular trayectorias completas.

Para obtener la trayectoria óptima, calculamos el camino mı́nimo entre el punto inicial y el final

teniendo en cuenta los costes asociados a cada transición (penalizaciones incluidas)...

Al final, la trayectoria óptima calculada hará que el veh́ıculo se abra antes de cada curva para poder

tomarla con la máxima velocidad posible, acelerando al máximo en las rectas y reduciendo la velocidad

antes de las curvas (más cuanto más cerradas sean éstas).
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Curiosidad

Exactamente la misma estrategia basada en programación dinámica se puede usar también para

planificar la trayectoria de un veh́ıculo autónomo en una ciudad. Por ejemplo, en calles de doble

sentido, girar a la izquierda puede suponer una maniobra arriesgada. Las penalizaciones asociadas a

dicha maniobra pueden conducir a que el coche, en lugar de girar directamente a la izquierda en busca

de su destino, prefiera seguir el ĺınea recta y rodear una manzana a la derecha para encarar su destino

en ĺınea recta, sin necesidad de realizar giros a la izquierda.

Aplicaciones en Economı́a

Ahorro óptimo

Deseamos maximizar nuestro bienestar futuro, para lo cual caracterizamos nuestro nivel de consumo

actual con una función de utilidad. Tenemos que elegir, en cada momento, qué cantidad de nuestros

recursos consumir y cuánto ahorrar de cara al futuro (invirtiendo ese ahorro en capital). Es lo que los

economistas denominan una elección intertemporal...

Partimos de un capital inicial k0 y el consumo futuro se descuenta con una tasa fija β ∈ (0, 1) (esto

es, el consumo actual es preferible al consumo futuro). Asumiendo que viviremos N años, ¿cuál es la

estrategia de ahorro que maximiza nuestro bienestar futuro?

Frank P. Ramsey: A Mathematical Theory of Saving, The Economic Journal, 1928. URL https:

//www.jstor.org/stable/2224098

Denominamos ct a nuestro consumo en el peŕıodo t.

Asumimos que la utilidad asociada a nuestro consumo es u(ct) = ln(ct), que satisface la ley de la

utilidad marginal decreciente (cuanto mayor es la cantidad que consumimos de un bien, menor es la

utilidad marginal que nos aporta cada nueva unidad del mismo). Además, se utiliza un descuento para

la utilidad futura: se descuenta la utilidad futura con un factor b, 0 < b < 1, por cada peŕıodo de

tiempo.

El capital acumulado se aproxima por kt+1 = f(kt) − ct, donde f es una función de producción

que satisface las condiciones de Inada (podemos interpretarla como la rentabilidad que obtenemos al

invertir nuestro capital). Para simplificar, asumamos que f(kt) = Akat , con A constante positiva y

0 < a < 1. Entonces, kt+1 = Akat − ct.

Con las suposiciones anteriores, el problema del consumidor se plantea como

máx

N∑
t=0

bt ln(ct)

sujeto a la restricción

kt+1 = Akat − ct ≥ 0
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El capital inicial, k0, nos viene dado, pero tenemos que resolver el problema para todos los consumos

ct, con 0 ≤ t ≤ N .

Mediante programación dinámica, descomponemos nuestro problema en una secuencia de decisiones.

Para ello, definimos una secuencia de funciones Vt(k) que representan el valor de tener una cantidad

de capital k en el peŕıodo de tiempo t. Asumimos también que no tiene utilidad tener capital después

de nuestra muerte, por lo que VN+1(k) = 0.

El valor de cualquier cantidad de capital en cualquier instante de tiempo puede calcularse hacia atrás

usando la siguiente ecuación de Bellman:

Vt(kt) = máx{ln(ct) + bVt+1(kt+1)}

Este problema es mucho más sencillo de resolver que el original, ya que sólo intervienen dos variables,

kt+1 y ct, que además están relacionadas: kt+1 = Akat − ct ≥ 0.

VN+1(k) ya lo conocemos (0), por lo que mediante la ecuación de Bellman podemos calcular VN (k).

Esto nos permite calcular VN−1(k) y aśı sucesivamente hasta llegar a V0(k).

Podemos obtener VN−j(k) como el máximo de ln(cN−j) + bVN−j+1(Aka − cN−j):

VN−j(k) = a

j∑
i=0

aibi ln k + vN−j

donde vN−j es una constante.

La cantidad óptima de consumo es

cN−j(k) =
1∑j

i=0 a
ibi

Aka

Esto es, de acuerdo con nuestras suposiciones iniciales, la estrategia óptima es consumir una fracción

cada vez más grande de nuestra riqueza conforme envejecemos, hasta consumir la riqueza restante el

año N (cN = Aka), nuestro último año de vida.

Curiosidad

Existen modelos económicos de crecimiento que se inspiran en el modelo de Ramsey. El modelo de

Ramsey-Cass-Koopsmans, basado en el trabajo de Frank Ramsey y extendido por David Cass y Tja-

lling Koopsmans, intenta explicar el crecimiento económico a largo plazo, al margen de perturbaciones

como ineficiencias del mercado, shocks exógenos o desigualdades entre hogares...

Para maximizar la función de utilidad asociada al consumo agregado de la sociedad, y que el problema

sea tratable anaĺıticamente, asume que la sociedad está compuesta por “individuos inmortales idénticos

con funciones de utilidad no cambiantes” [sic].
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